ARITHMETIQUE
Emilien Suquet, suquet@automaths.com

| Introduction aux différents ensembles de nombre

L'ensemble de tous les nombres se nomme I'ensemdks réels
On le note IR (dereal en allemand)

On peut distinguer dans IR beaucoup de sous enssmlas nombres plus grands que 1000, les hombres

dont le premier chiffres en écriture décimale sl fensemble en pointillé sur le graphique), les
nombres pairs, les nombres impairs, ...
Les ensembles suivants sont souvent utilisés enameattiques :

Entiers naturels : c’est 'ensemble de tous les entiers positifs owls.
On le note IN (de l'italien naturale)

Ex:0;1;2;\/z‘r;%3

Entiers relatifs : c’est I'ensemble de tous les entiers positifs
et négatifs. On le note Z (de I'allemanaahlen= compter)

Ex:O;l;-\’:’»;x/Zf;%5

Nombres décimaux: c’est 'ensemble des nombres qui/ R-Q
peuvent s’écrire avec un nombre fini de décimales.
En France, on le note ID (du francaigiécimalg

5

Ex:2:-0,123; 9,125

Nombres rationnels: c’est 'ensemble des nombres
pouvant s’écrire sous forme d’une fraction d’enties
relatifs. On le note Q (de I'italienquotientg

1 .16

Ex:3;§,z;2,5

Attention !%” n’est pas une fraction mais une écriture fractamrn

Nombres irrationnels : c’est I'ensemble des nombres qui ne sont pas ratnels ; que I'on
ne peut donc pas écrire sous forme de fraction.
On le note IR — Q (ensemble des réels privé des i@inels)

Pour en connaitre un peu plus sur I'histoire desbres, je vous conseille un site Internet :
http://www.col-camus-soufflenheim.ac-strasbourgéde.php?IDP=137&IDD=0

1 www.automaths.com




[l Etude de I'ensemble des entiers naturels

| L'étude des propriétés des nombres entiers et ratimels se nomme |'arithmétique

a) Diviseurs d’'un entier

a etb sont deux entiers.

On dit que b est_un diviseurde a ou quea est divisible parb si % est un entier.

Ex : 5 est un diviseur de 30 c%Qz 6 est un entier. 2 30 402 45, 1

. : L . o est le plus grand
| Un entier est_premierlorsqu’il n’a que deux diviseurs : 1 et lui méme nombre premier

Ex:2,3,5, 7, 11, 13, 17, 19 sont les nombresers plus petit que 20. connu en 2005.
Son ordre de

grandeur est de :
Un entier est divisible par ... 109 152 052

.. 2 si son chiffre des unités est pair. /4

.. 3 si la somme de ses chiffres est divisible par 3

.. 4 si le nombre constitué par ses deux derniers iffnes est divisible par 4.
.. 5 si son chiffre des unités est 0 ou 5

.. 9 si la somme de ses chiffres est divisible par 9

.. 10 si son dernier chiffre est un 0

Comment trouver tous les diviseurs de 156 ? P—

156 : 2 = 78 don@ est un diviseur ainsi qu& car 156 : 78 = 2 des entiers plus petits
156 : 3 = 52 don8 est un diviseur ainsi qu2 car 156 : 52 = 3 que 1000 qui ont le plus
156 : 4 = 39 dond est un diviseur ainsi qug9 car 156 : 39 =4 de diviseurs -

156 :5=31,2 840 (32 diviseurs)
156 : 6 = 26 doné est un diviseur ainsi qu&6 car 156 : 26 = 6 720 (30 diviseurs)
156 : 7= 22,3

156:8=195 960 (28 diviseurs)
156:9~17,3a0,1 pres 900 (27 diviseurs)
156 : 10 = 15,6 y

156 : 11~ 14,2 a 0,1 prés

156 : 12 = 13 dont2 est un diviseur ainsi que3 car 156 : 13 =12

On peut arréter ici la recherche car on connai & diviseurs plus grands que 12.
On adonc 12 diviseurs de 158, 2, 3, 4, 6, 12, 13, 26, 39, 52, 78, 156.

Remarque

= Un moyen rapide de savoir a 'avance lorsque l'oétara la recherche est de calcy/@b56~ 12,5
On pourra donc s’arréter & 12, plus grand entiérigur &/156

» |ci, 156 est divisible par 2 et par 4 mais il rest pas par 8. Pourtant 8 =2 x 4!
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b) Diviseurs communs a deux nombres entier

| On dit que d est un_diviseur commundea etb sid divise a la foisa et b.

Déterminons tous les diviseurs communs de 24 et 34

\[24~4,9020,1 prés \[34=5804a0,1 prés

1x24=24 1x34=34

2x12=24 2x17=34

3x8=24 3, 4, 5 ne divise pas 34

4x6=24 Les diviseurs de 34 sontdont+-2-17 — 34

24 est divisible par1-2-3-4-6-8-12-24
Les diviseurs communs de 24 et 34 sont doprt?2

| Deux nombres sont premiers entre eusi ils n’ont que 1 comme diviseur commun.

Les diviseurs de 20 soft—2 -4 — 5 — 10 — 20.
Les diviseurs de 21 sofit— 3 — 7 — 21.

Leur seul diviseur commun est 1.

20 et 21 sont donc premier entre eux.

c) Plus Grand Commun Diviseur de deux entiers (PGCD

Le PGCD de deux entiers est leur plus grand diviselcommun.
On le note PGCDA&,b)

Il existe plusieurs méthodes pour déterminer le B@E deux nombres :
Méthode 1 : énumération de tous les diviseurs
Pour déterminer le PGCD de deux enteeetb, on dresse la liste de leurs diviseurs. (voial) .
1326 a pour diviseul —2-3-6-13-17 — 26 — 34 39— 51 —78 - 102 — 221 — 442 — 663 — 1326

546 a pour diviseul —2-3-6—-7-13-14-21 -26 39-42 —78-91 — 182 — 273 — 546
Donc PGCD(1326 ; 546) = 78

[ Calcul réalisé en 200 second ]

Méthode 2 : soustractions successives.
| Sid est un diviseur commun dea etb, alorsd est aussi un diviseur da + b et dea—b.
| On peut déduire de ce qui précéde que powr>b on a: PGCD@b) = PGCD(-b,b)

Cette derniere propriété permet de calculer le P@EDeux nombres :

1326— 546 = 780 donc PGCD (1326 ; 546) = PGCD(7846) = P
780:— 546 234 donc P =PGCD(546 ; 234)

546 =234 =312 donc P =PGCD(234;312)

312-234=78 donc P =PGCD(234;78)

234-78=156 donc P =PGCD(78 ; 156)

156 — 78 =78 donc P =PGCD(78;78)

On a donc PGCD(1326 ; 546) = PGCD(78 ; 78) = 78

[ Calcul réalisé en 50 second ]
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Méthode 3 : algorithme d’Euclide (accélération ded méthode 2)

En observant les calculs de la méthode précédemigeut remplacer les deux premieres étapes par une

La méthode s’appuie donc sur le fait qu’'un divissommun a 1326 et 546 est aussi un diviseur commun
a 546 et au reste (234) de la division euclidiethm@&326 par 546.

Un algorithme
est suite
d'opérations
effectuer

| Sia=bg+ralors PGCD (a;b)=PGCD (b;r)

1326 =2 x 546 + 234 donc PGCD(1326 ;546) = PGEAH(;234)
546=2x234+78. donc PGCD(546 ; 234) = PGCEX 278)
234 =3 x78+0 donc PGCD(234 ; 78) = PGCD( T8 ;
On a donc PGCD(1326 ; 546) = PGCD(78 ; 0) = 78

[ Calcul réalisé en 30 second ]

Quelle méthode choisir ?

Pour calculer le PGCD de petits nombres, la preamasthode est préférable. On peut d’ailleurs sauven
effectuer la recherche mentalement.

Pour des nombres plus grands, en comparant larobehdu PGCD de 1326 et 546 faites ci-dessus, on se

rend bien compte qu’il faut utiliser I'algorithméeaiclide plutét que la méthode par soustraction
successive.

lIl Applications
1) Simplification de fractions

| Une fraction est.irréductible lorsque son dénominateur et son numérateur sont pmier entre eux.

| Simplifier une fraction, c’est la rendre irréductible.

| Pour rendre une fraction irréductible, on divise lenumérateur et le dénominateur par leur PGCD.

Exemple: simplifier %jg en une fraction irréductible.

Recherchons le PGCD de 2340 et 1344 en utilisalggdiithme d’Euclide :

2340 = 1344 x 1 + 996
1344 =996 x 1 + 348
996 =348 x 2 + 300
348 =300 x 1 + 48
300=48x6 + 12
48=12x4+0

12 est le dernier reste non nul donc : PGCD(1344p3 12

2340 _ 12 x 195 _ [195
1344 ~ 12 x 112~ [112
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2) Résolution de probléme

. Un marchand vient de recevoir 1240 bonbons et B20atats.
. Il souhaite faire le plus grand nombre de paquistiques en utilisant tous les bonbons et chazolat
. Combien de paquets pourra t-il faire ?

Soitp le nombre de paquets qu’il pourra faire.

Le marchand utilise tous les bonbopslivise donc 1240

Le marchand utilise tous les chocolgslivise donc 320

p est donc un diviseur commun de 1240 et 320

On veut faire le plus grand nombre de paquet, p@st le plus grand diviseur commun de 1240 et 320.
Doncp = PGCD (1240, 320)

Recherchons le PGCD (1240, 320) en utilisant I'atgme d’Euclide :
1240 = 320 x 3 + 280

320=280x1+40

280=40 x7+0

40 est le dernier reste non nul donc PGCD (1240) 3210

Le marchand pourra donc confectionner 40 paquets
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